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Numeros enteros, racionales y reales.

Numeros naturales

N=1{0,1,2,3,...}

Numeros enteros

Z={.,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}

Numeros racionales

:mEZ,nEZ—{O}}
n

Desarrollos decimales finitos o infinitos periédicos.

Numeros reales
R

Todo tipo de desarrollos decimales.
Los desarrollos decimales infinitos no periédicos corresponden a los nimeros irracionales, los
reales que no son racionales: I = R \ Q.

v
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Forma binémica y operaciones.

Numeros complejos

C={z=a+bi:a,beR}

@ Unidad imaginaria i, i = —1
© Partereal: Rez=a <€ R
© Parte imaginaria: Zmz =b € R

v
2 .

Suma y producto de nimeros complejos

Z1=a +biiyz =a + b

SUMA:  z1 +22 = (a1 + a2) + (b1 + b2)i
PRODUCTO: z1-7z20 = (611 -ay — by - bz) —+ (a1 -by + by - az)i

R C Cy las operaciones de C extienden a las de IR.
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Conjugado. Cociente.

Complejo conjugado

El complejo conjugado de z = a + bies 7 = a — bi.
© La suma de los conjugados es el conjugado de la suma: z; + 22 = z1 + 2.

© El producto de los conjugados es el conjugado del producto: 1 - 22 = Z1 - 22.

© Producto de un nimero por su conjugado: z - 7 = a* + b* € R.

v
. , .

Cociente de numeros complejos

n=a+biiyz =a + bi

2 _ 22 1 ai-ax+by-by —ai-by+b-a.

= — = (z1-22) =
2 %2 ai+b as + b3 as + b3

El inverso de un nimero complejo z = a + bi # O:

1 1 a b

E_az—i—bzz a2+b2_a2+b2’
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Modulo y argumento de un nimero complejo

Moédulo de un nimero complejo

El médulo del nimero complejo z = a + bi es el nimero positivo (0 0 si z = 0):
A = Vo + 22

Se tiene por tanto z - 7 = |z]”.

Argumento de un nimero complejo

El argumento de un nimero complejo z = a + bi es el angulo que comienza en el
semieje real positivo y termina en el segmento que une el origen con el punto (a, b).
Se representa por arg z.

Se considera también argumento a cualquier otro dngulo que se diferencie del
anterior en un multiplo de 2.

El valor del argumento entre 0 y 27 se obtiene mediante la féormula:

( arctg(b/a) sia>0yb>0

/2 sia=0yb>0
argz = ¢ arctg(b/a) + 7 sia<0
3m/2 sia=0yb <0

(| arctg(b/a) + 21 sia>0yb <0
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Forma polar

Forma polar de un niimero complejo

Sea el nimero complejo z = a + bi, llamamos r = |z| a su médulo y § = argz a su
argumento:

a=rcosf

b =rsent
y asi

z=r(cosf + i sen@)

|

Producto y cociente en forma polar

Sean z1 = a1 + bi1i = ri(cos @) +isenb)yz2 = a + bai = ry(cos 0, + i sen 6s)

z1 - 22 = rira (cos(6y + 62) + i sen(6 + 62))
es decir

@ El médulo del producto es el producto de los médulos: |z; - 22| = |z1] - |22]

@ El argumento del producto es la suma de los argumentos:
arg(z1 - 22) = arg(z1) + arg(z2)

Sizp #0
a_n (003(01 — 92> +1i sen(01 = 02))
22 r

‘ |
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Potencias y raices enteras de un nimero complejo

Potencia entera de un nimero complejo

Sea el numero complejo z = a + bi = r(cos@ + i sen §) yn € IN:

7' = (a+ bi)" = r"(cosnb + i sen nh)

Raiz entera de un niimero complejo

Sea el nimero complejo z = a + bi = r(cosf + i senf) yn € IN:
Si z # 0 entonces z tiene n raices n-ésimas distintas wy, (w =7z

n
% )"

Todas las raices n-ésimas tienen el mismo médulo: |wi| = {/|z|
y argumentos:

arg(wy) :Q+2—7chonk:0,l,2,...,n—1.
no o n

Teorema (Teorema Fundamental del Algebra)

Un polinomio de grado n con coeficientes complejos tiene n raices (contando las
repeticiones).
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Foérmula de Euler

Formula de Euler

» .
e’ =cosf +isenb

Asi

z=a+bi=r(cos+isen ) =re’

Operaciones

. i0, . i0,
71 =re 'Yyr=ne
Producto:
i 6 i 6 TCIEY)
an=relrne® =rrd@t%?
Cociente:
i i i(6,—0
a/n=rne’[(ne®) =r/rnd®%
Potencia:
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Terminologia sobre funciones

Definicion
Una funcion f de un conjunto A en un cojunto B es una regla que asigna a cada

elemento x de A exactamente un elemento, llamado imagen de x y denotado f(x), del
conjunto B.

@ Notacién: f : A — B.
@ El conjunto A se denomina dominio de f.

@ Si una funcién f estd expresada mediante una férmula y no se especifica su
dominio, éste es el mayor subconjunto de nimeros reales x para los que f(x) es
un ndmero real.

domf = {x e R:f(x) € R}

@ Dos funciones expresadas mediante la misma férmula si tienen distintos
dominios se consideran funciones distintas.
@ El conjunto de todos los elementos y € B para los que existe un x € domf tal
que y = f(x) se denomina rango, o imagen, de f.
rangof = {y € B : existe x € domf cony = f(x)}
El rango de f no tiene por qué coincidir con B.

@ A x se le denomina variable independiente y a y variable dependiente.

v
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Graficas de funciones

Definicién

En el sistema de coordenadas cartesianas o rectangulares del plano, la grdfica de
una funcion f es el conjunto de puntos de coordenadas (x,f(x)) donde x pertenece al
dominio de f.

graff = {(x,f(x)) € R* : x € domf}

@ Se puede decir que y = f(x) es la ecuacion de la gréfica de f.

@ Sitenemos una curva en el plano, ésta puede ser la grafica de una funcién si y
sOlo si cada recta vertical (paralela al eje y) corta a la curva como mucho en un
punto.

@ El dominio de una funcién es la proyeccion ortogonal de su gréfica sobre el eje
X.

@ El rango de una funcién es la proyeccion ortogonal de su gréfica sobre el eje y.
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Operaciones aritméticas

Definicion

Si f vy g son dos funciones, entonces la suma f + g, la diferencia f — g, el producto
fg y el cociente f | g se definen como sigue:

f +8)(x) =f(x) +g(x) condom(f+g)=domfNdomg

(f —g)(x) =f(x) —g(x) condom(f —g) = domf N domg

(fe)(x) = f(x)g(x) con dom (fg) = domf N dom g

(f/e)(x) = f(x)/g(x) con dom (f/g) = {x € domf Ndomg : g(x) # 0} )

Funciones polinomiales y racionales

@ Una funcién polinomial tiene la forma:

f(x) = @ + ap_1x" 4+ ax” +aix + ao

donde los coeficientes a; (i = 0, 1, . .., n) son nimeros reales.
El dominio de f es todo R = (—o0, 00).
@ Una funcion racional se define mediante el cociente de dos polinomios p(x) y

q(x): ()
f(x) = 2

El dominio de f es {x € R : g(x) # 0}, todos los nimeros reales salvo las
raices del polinomio denominador.
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Funciones trigonométricas

Funcion seno: f(x) = sen x
@ domf = Ryrangof = [—1,1].
@ f(x) se define como el seno de un dngulo de x radianes.

@ f esuna funcién impar, f(—x) = —f(x). La grifica es simétrica respecto del
origen.

@ f es una funcién perioédica de periodo 27, f(x + 27) = f(x).

o e e

-1.5m - -0.5m 0.5m m 1.5m 2m 2.5m
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Funciones trigonométricas

Funcioén coseno: f(x) = cosx
@ domf = Ryrangof = [—1,1].

@ f(x) se define como el coseno de un dangulo de x radianes.

@ f es una funcién par, f(—x) = f(x). La gréfica es simétrica respecto del eje y.

@ f esuna funcién periédica de periodo 27, f(x + 27) = f(x).

1.5

1. r 5 0.5 M T5n 2

-1.5
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Funciones trigonométricas

Funcién tangente: f(x) = tanx

@ domf =R — {5 +kn:k € Z} yrangof = R.

@ f(x) se define como la tangente de un dngulo de x radianes.

@ f es una funcién impar, f(—x) = —f(x). La gréfica es simétrica respecto del

origen.

@ f es una funcién periédica de periodo 7, f(x + 7) = f(x).

6

y

5

4

3

-5

-6
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Funciones trigonométricas

Tabla de valores conocidos del seno, coseno y tangente

. 0 T i T T 27 37 57
6 | 4| 3| 2 3 4 6 | "
1 [ V2| V3 V3 | V2 1
senx |0 = | 2= | 22| 1 D I — 0
2 2 2 2 2 2
V3[V2] 1 1 V2 V3
cosx | 1| =222 2 0 S . S I Sl |
2 2 2 2 2 2
3 3
tanx | O \/T— 1 \/§ No existe —\/§ —1 —g 0
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Funciones exponenciales

Seab € R, b > 0y b # 1 entonces una funcién exponencial tiene la
forma

f(x) =b"

Al numero b se le denomina base y x es el exponente.

| \

Propiedades de las potencias

Suponemos a > 0,b > 0y x,x1,x € R:

X1
i) b b =b"T2 i) % =p"1" i) (b1)? =p"1"
= b W o@oy=ar w (4 =%

o
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Funciones exponenciales

Propiedades de la funcién exponencial f(x) = b* con b > 1
@ domf = R yrangof = (0,00) (b* > 0).
o »=1.

@ f esuna funcidn creciente y convexa.

Grificade f(x) = €*
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Funciones exponenciales

Propiedades de la funcién exponencial f(x) = b" con 0 < b < 1

@ domf = R yrangof = (0,00) (b* > 0).
@ »’ =1.

@ f esuna funcion decreciente y convexa.

Grificade f(x) = e
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La funcién exponencial

El nimero e

e es un numero irracional que se puede definir como

==

X—>00 X x—0

1 X
e = lim <1+—> = lim (1 + x)

e = 2,7182818284590452353602874713526624977577...

v
* 7

Definicion

La funcion exponencial natural o simplemente la funcion exponencial
es la que tiene por base el niimero e:

f(x) = €' = exp(x)
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Composicion de Funciones

Definicién (Composicion de funciones)

Dadas dos funciones [y g, la composicion de f y g, denotada g o f, es la funcion

definida por
(gof)(x) = g(f(x))
y su dominio es dom (g o f) = {x € domf : f(x) € domg}.

. o e,

Propiedades de la composicion

© La composicion de funciones es asociativa:
ho(gof)=(hog)of

© La composicion de funciones en general no es conmutativa:

gof#fog
© La composicion de funciones tiene un elemento neutro, la funcién identidad
e(x) = x:
eof =foe=f

© Dada una funcién f a veces existe su elemento inverso respecto de la
composicién que se denota f '
T of)@) = (fof )x) =ex) =x

y se denomina funcién inversa.

v
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Funcion Inversa

Definicion (Funcion uno a uno)

Se dice que una funcion f es uno a uno si cada elemento en el rango de f se asocia con
exactamente un elemento de su dominio.
Esto es equivalente a cualquiera de las siguientes afirmaciones:

@ Sixi,xp € domfyx| # xy entonces f(x1) # f(x2).
@ Sixi,xp € domfyf(x;) =f(x2) entonces x; = x».

@ Toda recta horizontal, y = ¢, que corta a la grdfica de f lo hace en un tinico punto.

|

Definicién (Funcion inversa)

Dada una funcion f uno a uno con dominio A y rango B. La inversa de f es la funcion denotada
£~ que tiene dominio B y rango A para la cual

f(f~'(x)) =x paratodox € B
f_l(f(x)):x para todo x € A

|

Calculo de la inversa

@ Comprobar que f es uno a uno en su dominio. Si f no es uno a uno se puede elegir una
parte del dominio de manera que la nueva funcién si lo sea y mantenga el rango de f.

© El dominio y el rango de la funcién inversa f ~! son respectivamente el rango y el
dominio de f.

© Obtener £~ (x) equivale a despejar x en la ecuacién y = f(x) obteniéndose x = f~1(y)
y a continuacién cambiar el nombre a la variable, cambiar y por x.
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Funciones logaritmicas

Inversas de las funciones exponenciales

Para b > 0y b # 1 tenemos una funcion exponencial de la forma y = b*, que
sabemos que es uno a uno de manera que tiene inversa, f(y), que debe cumplir
y = b'0) y también £ (b*) = x.

Definicién (Funcién logaritmica)

La funcion logaritmica de base b > 0y b # 1 se define:
f: (0,00) — R
x — log,x
donde y = log, x es el exponente al que hay que elevar la base b para obtener x
(b = x).

| A

Propiedades de los logaritmos

Suponemos b >0y b # 1, x,x1,x20 € Ry, c€ Ryn € IN:

i) log,(xi-x2) =log,xi +log,x» i) log, <;ﬂ) = log, x1 — log, x»
2

iii) log, x° = clog, x iv) log, v/x = 1log,x

‘ |
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Funciones logaritmicas

Propiedades de la funcién logaritmo f(x) = log, x con b > 1
@ domf = (0,00) y rangof = RR.

@ f es una funcion creciente y concava.

Gréficade f(x) = Inx
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Funciones logaritmicas

Propiedades de la funcién logaritmo f(x) = log, xcon 0 < b < 1

@ domf = (0,00) y rangof = RR.
@ log,1=0.

@ f es una funcion decreciente y convexa.

Grifica de f(x) = log; ,x = —Inx

4
¥

i
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Logaritmos naturales

El logaritmo natural o neperiano es el que tiene por base el niimero e y que
denotaremos por In x.

Propiedades del logaritmo natural

@ La funcién f(x) = Inx es la inversa de la funcién exponencial:

In(e") =xye™ =x

Q@ Inl1=0,lnx<0sixe (0,1)ylnx>0six e (1,00).

@ Cualquier logaritmo se puede calcular a partir del logaritmo neperiano:

log, x = lnx
Inb
© Cualquier exponencial se puede escribir a partir del ndimero e y el logaritmo
neperiano:
- e(ln b)x

@ Cualquier funcién potencial f(x) = x*,x > 0y a € R, se puede definir a
partir de la exponencial y el logaritmo neperiano:

«a In(x®) alnx
X =ée =e€

v
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Funciones trigonométricas inversas

Ninguna de las funciones trigonométricas tiene inversa en todo su dominio, pero restrigiéndolo
adecuadamente si.

|

Funcidn arcoseno: f(x) = arcsenx = sen "

Es la inversa de y = sen x con dominio [—7, 7

f : [_17 1] — _ga %]
X — arcsen x

donde arcsen x es el tinico dngulo en radianes del intervalo [— 7%, 7] cuyo seno es x.

@ sen(arcsenx) = x para todo x € [—1,1].

@ arcsen (senx) = x paratodox € [—-%, T].

0.25m

-1 -0.5 0.5 1

—0. 25w

—0.5m
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Funciones trigonométricas inversas

1

Funcidén arcocoseno: f(x) = arccos x = cos™

Es la inversa de y = cos x con dominio [0, 7]:
f+ -1 — (0,7
X —  arccosXx
donde arccos x es el Gnico dngulo en radianes del intervalo [0, 7] cuyo coseno es x.

@ cos(arccosx) = x paratodox € [—1,1].

@ arccos (cosx) = x para todo x € [0, 7].

0. 75

0. 25m

X — atan x
donde atan x es el tnico dngulo en radianes del intervalo (— 7, 7 ) cuya tangente es x.

@ tan(atanx) = x para todo x € R.

@ atan (tanx) = xparatodox € (=7, 7).

La gréfica y = atanx de la funcion arcotangente tiene una asintota horizontal y = 7
cuando x — +oo y otra distinta y = — 7 cuando x — —oo.

¥
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Limite de una funcién en un punto

Definicién
Sea f una funcion definida en un entorno de a € R aunque no necesariamente en a 'y
L € R. El limite de f (x) cuando x tiende a a es L si podemos acercar tanto como
queramos los valores de f(x) a L sin mds que coger x suficientemente cerca de a pero
distinto de a. Se denota:

limf(x) =L

X—a

Definicion (Limites laterales)

|

El limite de f (x) cuando x tiende a a por la izquierda (derecha) es L si podemos
acercar tanto como queramos los valores de f(x) a L sin mds que coger x < a
(x > a) suficientemente cerca de a pero distinto de a. Se denota:

lim f(x) =L (lim f(x) :L)

x—a— x—at

Teorema

|

Sea f una funcion definida en un entorno de a € R aunque no necesariamente en a y
L € R. Se tiene que

limf(x) =L siysolosi lim f(x)=L= lim f(x).

X—a x—a— x—at

‘ |

Rafael Bravo de la Parra Calculo I, Bloque I

Limites y operaciones

Teorema (Limites y suma y producto)

Si existen los limites lim f(x) y lim g(x) entonces
X—ra Xx—ra

© lim (f £ g)(x) = limf(x) £ lim g(x).

X—ra

© lim (f - g)(x) = limf(x) - lim g(x).

<
9
+
Q
\

Teorema (Limites y cociente)

Si existen los limites lim f(x) y lim g(x) y éste iiltimo es distinto de 0 entonces
xX—ra xX—ra

F(x) lim f (x)

_ X—ra

li = .
D g(x)  limg(x)

X—ra

Teorema (Limites y composicion)

Si lim f(x) = by lim g(x) = L, entonces
x—a x—b

limg(f(x)) = L.

X—ra

Se puede sustituir a en todos los enunciados pora~ o a™.
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Limites y operaciones

Limites y cociente: denominador con limite O

©Q Silimf(x) =L # 0y lim g(x) = 0 entonces
X—ra X—ra

lim fx) no existe.
x—a g(x)
©Q Silimf(x) =0y lim g(x) = 0 entonces no sabemos que ocurre con
X—ra X—ra
lim @
x—a g(x)

Esta situacién se denomina INDETERMINACION y significa que saber que
lim f(x) = 0y lim g(x) = 0 no es suficiente para calcular lim f(x)/g(x).
xX—a Xx—ra xX—ra

Se puede sustituir a pora” oa™.
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Mas teoremas sobre limites

Teorema

Sean a,c € R. Entonces:

@ [imc=c
X—ra

@ [imx=a.
X—ra

Corolario

Si f(x) es un polinomio o una funcion racional y a € domf entonces:

lim f(x) = f(a).

Teorema

Si f(x) es una funcion potencial (x*), trigonométrica (sen x, cos x, tanx,...),
exponencial (b*), logaritmica (log,, x) o trigonométrica inversa (arcsen x, arccos x,
atanx,...)y a € domf entonces:

lim f (x) = f(a).

X—a

v
Rafael Bravo de la Parra Calculo I, Bloque I




Limites y orden

Teorema

Sean f y g dos funciones definidas y que verifican f(x) < g(x) en un
entorno de a. Si existen lim f(x) y lim g(x) entonces
X—a X—a

lim f(x) < lim g(x)

xX—a xX—a

Corolario (teorema de compresion o del sandwich)

Sean f, g y h tres funciones definidas y que verifican en un entorno de
a

f(x) < h(x) < g(x).

Si existen lim f(x) y lim g(x) y son iguales entonces existe lim h(x) y
X—a X—a X—a

se verifica
lim f(x) = lim h(x) = lim g(x).

x—a x—a x—a

v

Se puede sustituir a en los dos enunciados por a~ (0 a™) y en ese caso la desigualdad

basta que se cumpla en un entorno a la izquierda (o a la derecha).
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Limites infinitos

Definiciéon
El limite de f (x) cuando x tiende a a es +oco si podemos hacer tan grandes como
queramos los valores de f(x) sin mds que coger x suficientemente cerca de a pero

distinto de a. Se denota:
limf(x) = +o0

X—ra

Definicion

| A

El limite de f (x) cuando x tiende a a es —oco si podemos hacer negativos y tan
grandes en valor absoluto como queramos los valores de f(x) sin mds que coger x
suficientemente cerca de a pero distinto de a. Se denota:

limf(x) = —o0

X—ra

Analogamente se definirian los limites infinitos laterales.

Definicién (Asintota vertical)

Si el limite de f (x) cuando x tiende a a (o at 0a”)es 400 (0 —o0) se dice que la
recta x = a es una asintota vertical de la curvay = f(x).
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Limites infinitos y operaciones

Suma y limites infinitos
limf(x) = Ay lim g(x) = B son L, +00 0 —oc0 entonces lim (f + g)(x) = C.
X—ra X—ra

X—ra
\A| L | 400 | —©
+o00 | 400 | IND.
IND.

|
g
|
g

Producto y limites infinitos

|

lim f(x) = Ay lim g(x) = B son L, +00 0 —oo entonces lim (f - g)(x) = C.
X—ra X—ra

X—ra
\AL O L#0 +00 | —o0
IND. | signo(L)oco | 400 | —©
IND. | —signo(L)oo | —oo | +0

Cociente y limites infinitos

|

lim f(x) = Ay lim g(x) = B son L, 00 0 —oo entonces lim flx) = C.
x—a x—a x—a g(_x)
\A | L | +00 | —©
0 | IND. | IND.
0 | IND. | IND.

‘ |
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Limites infinitos y operaciones

Limites y cociente: denominador con limite O

Si limf(x) = L # 0y lim g(x) = 0 entonces
xX—a X—ra

(1)
lim @ no existe.
x—a g(x)

(2]
lim @ = 400
x—a | g(x)

lim f(x) /g(x) puede ser +00, —oo o tomar cada vez valores mds grandes sin un
X—ra
signo determinado.

Se puede sustituir a pora” oa™.

Rafael Bravo de la Parra Calculo I, Bloque I



Limites en el infinito

Definicion
El limite de f (x) cuando x tiende a +cc es L si podemos acercar tanto como

queramos los valores de f (x) a L sin mds que coger x suficientemente grande. Se
denota

lim f(x)=1L

x——+ o0

Definicion

| A

El limite de f (x) cuando x tiende a —c es L si podemos acercar tanto como
queramos los valores de f (x) a L sin mds que coger x negativo suficientemente
grande en valor absoluto. Se denota

lim f(x) =1L

X—— 00

Definicion (Asintota horizontal)

Si el limite de f (x) cuando x tiende a +00, 0 a —o0, es L se dice que la rectay = L
es una asintota horizontal de la curva y = f(x).

Anélogamente se definirian los limites infinitos en +00 y —oo.
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Limites en el infinito y operaciones

Teorema (Limites y suma y producto)

Si existen los limites lim f(x) y lim g(x) entonces
X—ra X—ra

© lim (f £ g)(x) = limf(x) £ lim g(x).

© lim (f-g)(x) = limf(x) - lim g(x).

a puede sustituirse por +00 0 —.

Teorema (Limites y cociente)

|

Si existen los limites lim f (x) y lim g(x) y éste iiltimo es distinto de 0 entonces
X—ra X—ra

) lim f (x)

X—ra

a puede sustituirse por +00 0 —.

Teorema (Limites y composicion)

Si limf(x) = by lim g(x) = L, entonces
x—ra x—b

limg(f(x)) = L.
X—ra
a, by L pueden sustituirse cada una por +oc 0 —.
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Limites infinitos en el infinito y operaciones

En los resultados siguientes a puede sustituirse por +o0o 0 —oo.

Suma y limites infinitos

xlglaf(x) =A yxlgnag(x) = Bson L, +00 0 —oo entonces xlgna F+gkx) =CcC.
\A L +oo | —oc0
oo —+oo IND.
—00 IND. — 00

|

Producto y limites infinitos

Xlgr}lﬂf(x) =A yxlgnag(x) = Bson L, +00 0 —oo entonces xlg}na (f-gex) =C.
\A 1) L#0 “+ o0 —o0
IND. signo(L) oo + oo —o00
IND. | —signo(L)oo | —oco | +o0

\

Cociente y limites infinitos

e

xlgnaf(x) =Ay Xlgna g(x) = BsonL, +00 0 —oo entonces xlina @

\A | L [ +o0 [ —o0
0 IND. IND.
0 IND. IND.

Limites y cociente: denominador con limite O

)
g(x)

x
Si lim f(x) = L # 0y lim g(x) = 0entonces lim & no existe y lim
xX—ra xX—ra x—a g(x) xX—ra

o
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Limites en un punto

Definicién (Limite de una funcién en un punto)

Sea f una funcion definida para todo x tal que 0 < |x — a| < m, siendo 1 un niimero positivo.

El limite de f (x) cuando x tiende a a es L si
para cada € > 0 existe un § > 0 tal que
si0 < |x —a| < § entonces |[f(x) — L| < e.

Definicién (Limite por la izquierda de una funcién en un punto)

Sea f una funcion definida para todo x tal que 0 < a — x < n, siendo 1 un niimero positivo.

El limite de f(x) cuando x tiende a a por la izquierda es L si
para cada € > 0 existe un 6 > 0 tal que
5i0 < a—x < dentonces |f(x) —L| < e.

Definicion (Limite por la derecha de una funcion en un punto)

Sea f una funcion definida para todo x tal que 0 < x — a < m, siendo n un niimero positivo.

El limite de f (x) cuando x tiende a a por la derecha es L si
para cada € > 0 existe un § > 0 tal que
5i0 < x—a < dentonces |f(x) — L| < e.

Rafael Bravo de la Parra Calculo I, Bloque I



Limites infinitos y en el infinito.

Definicion (Limites infinitos)

Sea f una funcion definida para todo x tal que 0 < |x — a| < ), siendo 1 un niimero positivo.
El limite de f (x) cuando x tiende a a es +0o (—o0) si
para cada M > 0 existe un 6 > 0 tal que
si0 < |x —a| < § entonces f(x) > M (f(x) < —M).

Andlogamente se definirian los limites infinitos laterales.

Definicion (Limites en el infinito)

Sea f una funcion definida para todo x > K (x < —K), siendo K un niimero positivo.
El limite de f (x) cuando x tiende a +oc (—o<) es L si
para cada € > 0 existe un M > 0 tal que
six > M (x < —M) entonces |f(x) — L| < e.

Definicion (Limites infinitos en el infinito)

Sea f una funcion definida para todo x > K (x < —K), siendo K un niimero positivo.

El limite de f (x) cuando x tiende a 400 (—o0) es +00 (—00) si
para cada N > 0 existe un M > 0 tal que
six > M (x < —M) entonces f(x) > N (f(x) < —N).
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Funciones continuas

Definicién
Una funcion f (x) es continua en un punto a si
Q a < domf
Q Existe lim f(x)
X—ra
Q lim f(x) =f(a).
X—a
Si alguna de estas condiciones no se cumple se dice que f(x) es discontinua en el
punto a.
Una funcion f (x) es continua en un punto a por la derecha (izquierda) si lim+ f(x) =f(a)
x—ra
( lim f(x) =f(a)).
xX—a

Una funcion f (x) es continua en el intervalo abierto (a, b) si es continua en todo punto
x € (a,b).

Una funcion f (x) es continua en el intervalo cerrado |a, b] si es continua en todo punto

x € (a, b), continua por la derecha en a y por la izquierda en b.
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Operaciones con funciones continuas

Las funciones polinémicas, racionales, raices ( \%—c), potenciales (x°),
trigonométricas (senx, cosx, tanx,...), exponenciales (b*), logaritmicas (log, x) y
trigonométricas inversas (arcsen x, arccos x, atanx,...) son continuas en todo su
dominio.

Teorema

Sean f(x) y g(x) funciones continuas en el punto a. Entonces también son continuas

en a las funciones (f + g)(x), (f - &)(x) y, si g(a) # 0, (f/g)(x).

Teorema

Si la funcion f (x) es continua en el punto a y la funcion g(x) es continua en el punto
f(a) entonces la funcion (g o f)(x) es continua en en el punto a, es decir, la
composicion de funciones continuas es una funcion continua.

Teorema

Si f(x) es continua y uno a uno su funcion inversa f ' (x) también es continua.
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Teorema del valor intermedio o de Bolzano

Teorema

Sea f(x) una funcion continua en el intervalo cerrado [a,b] y sea ~y
cualquier niimero estrictamente entre f(a) y f(b). Entonces existe

c € (a,b) tal que f(c) = .

Corolario

Sea f(x) una funcion continua en el intervalo cerrado |a, D] tal que
f(a)-f(b) <0(f(a)yf(b) tienen distinto signo). Entonces existe
c € (a,b) tal que f(c) = 0.

Corolario

Sea f(x) una funcion continua en el intervalo abierto (a, b) tal que
f(x) # 0 para todo x € (a,b). Entonces f(x) conserva el signo en
(a,b) (o f(x) > 0 para todo x € (a,b) of(x) < 0 para todo

x € (a,b)).

v
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Método de biseccion.

Ecuacion f(x) = 0 con f funcion continua.

Sif(a) - f(b) < 0 sabemos que existe ¢ € (a, b) que es raiz de la ecuacion.
Para aproximarse a ella se puede utilizar el método iterativo denominado Método de Biseccion:

Paso 1 Hacemos u; = ay vy = by procedemos a la biseccién de [u, vi]: m; = (u; +vy)/2es
el punto medio.
Si f(m;) = 0 hemos encontrado la raiz, si no o en [u;,m;] o en [my, v;| habrd cambio de
signo de f y denominamos [u,, v,| a éste intervalo.

Procedemos a la biseccion de [un, vn|: my = (un + vn)/2 es el punto medio.
Si f(m,) = 0 hemos encontrado la raiz, si no o en [u,, my,] 0 en [my, v,| habrd cambio de
signo de f y denominamos [u,1 1, v,+1] a éste intervalo.

Paso n

Al cabo de n iteraciones sabemos que:
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Método de biseccidn.

Ecuacién e™™ = Inx, en [1,2].
f(x)=e " —Inux.
a = 1,3097995858041504776...

i u; Vi m; f( uj ) f( m; ) f( Vi )

1 1 2 L5 0,367879441 | -0,182334948 | -0,557811897
2 1 1,5 1,25 0,367879441 | 0,063361246 | -0,182334948
3 1,25 1,5 1,375 0,063361246 | -0,065614135 | -0,182334948
4 1,25 1,375 1,3125 0,063361246 | -0,002787367 | -0,065614135
5 1,25 1,3125 1,28125 | 0,063361246 | 0,029853807 | -0,002787367
6 1,28125 1,3125 1,296875 | 0,029853807 | 0,013427263 | -0,002787367
7| 1,3046875 1,3125 1,30859375 | 0,005293741 | 0,00124667 |-0,002787367
8 | 1,30859375 1,3125 1,310546875| 0,00124667 | -0,000771973 | -0,002787367
9 1 1,30859375 |1,310546875|1,309570313 | 0,00124667 | 0,000236942 |-0,000771973
10{1,309570313 (1,310546875|1,310058594 | 0,000236942 | -0,000267617 |-0,000771973
11(1,309570313|1,310058594 |1,309814453| 0,000236942 | -1,5363E-05 |-0,000267617
12(1,309570313|1,309814453|1,309692383 | 0,000236942 | 0,000110783 | -1,5363E-05
13]1,309692383 1,309814453 1,309753418 | 0,000110783 | 4,77084E-05 | -1,5363E-05
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Acotacion y extremos de un conjunto y de una funcion.

Definicion (Cota superior e inferior. Conjunto acotado)
Sea S un subconjunto no vacio de los niimeros reales, S C Ry S # ().

@ Se dice que M € R es una cota superior de S si para todo s € S se verifica que
s < M.
Si existe la cota superior se dice que S estd acotado superiormente.

@ Se dice que m € R es una cota inferior de S si para todo s € S se verifica que
s > m.
Si existe la cota inferior se dice que S estd acotado inferiormente.

@ Se dice que S estd acotado si estd acotado superior e inferiormente.

v
Definiciéon (Maximo y minimo.)

Sea S C R, S # .

@ Sedice que sp € S es el mdximo de S, y se denota s) = max S, si para todo
s € § se verifica que s < s.

@ Se dice que sy € S es el minimo de S, y se denota so = min S, si para todo
s € § se verifica que s > So.

v
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Teorema de los valores extremos

Definicién (Funcién acotada y extremos absolutos de una funcién.)

@ Se dice que una funcion f estd acotada (superior o inferiormente) si su rango
es un conjunto acotado (superior o inferiormente).
Existen M,m € R tal que m < f(x) < M para todo x € domf.

@ Se denominan mdximo y minimo absolutos (extremos absolutos) de una
funcion al mdximo y el minimo de su rango.

Se dice que funcion f alcanza su mdximo absoluto (minimo absoluto) en
c € domf sif(x) <f(c) (f(c) < f(x))para todo x € domf.

Teorema (de los valores extremos (o de Weierstrass))

Si la funcion f (x) es continua en un intervalo cerrado [a, b] entonces alcanza sus
extremos absolutos, es decir, existen c,d € [a, b] tales que

f(e) <f(x) < f(d) para todo x € [a, b].

Corolario

Si la funcion f (x) es continua en un intervalo cerrado |a, b] existen c,d € |a, b] tales

que f([a,b]) = [f(c),f(d)].




